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Cine befondere Cigenfchat

der Langenten.

£ §u )

=i e erfte und jugleidh die einfachffe
=k Reael, o man in ver Guomonic
= ju Bevgeichnung berizontaler Sonz
wenubren eweit uno angiebt, ift folgenve:
Pan iepe MAE. auf OAC vechemintlichy, Fip |
madyt AOP pee Poifobe, OAP per equas
tevshobe gleich, fedgt AP aus A in C, bes
fchreibt ang C dpen Gireul AF, theilt benfelber
bon 15 su 15 Graven in Stunden , sieht aus C
burd) jede Stunde Linien bis an A M, bdergleis
dhen 3. €. fir die 3te Seunde CM ift, und
piehr fodann die Linien OM, Om, welche die
©Cuunbenfinien der Horigontalube fepn werden,

Eine besondere Eigenschaft
der Langenten.

§. 1.

Die erste und zugleich die einfachste Regel, so
man in der Gnomonic zu Verzeichnung
horizontaler Sonnenuhren erweist und angiebt, ist
folgende:

Man zieht MAE auf OAC rechtwinklicht,
macht AOP der Polhdhe, OAP der Aequatorshéhe
gleich, tragt AP aus A in C, beschreibt aus C den
Circul AF, theilt denselben von 15 zu 15 Graden
in Stunden, zieht aus C durch jede Stunde Linien
bis an AM, dergleichen z. E. fiir die 3te Stunde
CM ist, und zieht sodann die Linien OM, Om,
welche die Stundenlinien der Horizontaluhr seyn
werden.

Une particularité des cadrans
solaires allongés.

§. 1.

La premiere régle, qui est aussi la plus simple,
lorsqu’on souhaite tracer des cadrans solaires
horizontaux selon la méthode gnomonique, est la
suivante :

On trace MAE perpendiculairement a OAC, on
fait en sorte qu’AOP corresponde a la hauteur
polaire et OAP a la hauteur équatoriale, on
reporte AP depuis A jusqu’a C, on trace a partir
de C le cercle AF, on divise celui-ci en heures de
15 degrés chacune, on trace depuis C, a travers
chaque heure, des lignes jusqu’a AM, comme par
exemple CM pour la 3e heure, puis on trace les
lignes OM, Om, qui constitueront les lignes
horaires de I’horloge horizontale.


https://www.deepl.com/fr/translator/de/fr/
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ity
 DBey diefern Berfabren muf nun gerodhns
lidy die Sinie AM febr verlngert werden, jus
mal menn man auch die Dalbe und Bizutels
ftunden in der Sonnenudr jeichnen will. Man
Bat baber auf IMittel gefonmen, diefer Unbe:
quemlichEeit abzuelfen, dergleichen auch in dem
wepten Theile meiner Begtrdge 3ut mq=
thematit vorfommen, wo ic) angebe, wie
man vermictelft jweper Civculbdgen jum Jrede
gelangen Fann. b Dabe abev feitdens gefes
ben, daf vevmuthlich einem Cnglander die Frage
im Sinn gefommen, ob niche Fate der Linte
AM eine gndeve gerade Litie 4D, welde
die fdmtlichen Srundenlinien Om durds
fchneider, mit Yortbeil gebraucht wers
den Ednne? Der Cinfell,  wenn anders Dder
Grfinder bey diefern Problem anfing, und niche
etwan fynthetifch auf dic Sadhe gefubre wors
ben, war nicht ungliclich. Denn ver Erfoly
war, dafi wenn unter allen moglichen Linien
AD dicjenige gewallt wird, deren Mitte N auf
die Qinie dev dritten Stunde OM falle, alsbann
jeve Theile Nn ebenfalls Tangenten von 15, 30,
45 1. Graven find.  E3 lief fich ferner dabey
gedenfen, daf man die ein fir allemal gecheilte
Cinie AD fitv jede Polbdhe bepbehalten foune,
und in bem Triangel ADO weiter nidyts al3 die
Berhaltnis der Seiten AO, OD nach der abs
geanberten Polbobe abjuandern babe. Fa 8
Fam, weil dev Tviangel recytrinfliche, und AD

§. 2.

Ben diesem Verfahren muf3 nun gewohnlich die
Linie AM sehr verlangert werden, zumal wenn
man auch die halbe und Viertelstunden in der
Sonnenuhr zeichnen will. Man hat daher auf
Mittel gesonnen, dieser Unbequemlichkeit
abzuhelfen, dergleichen auch in dem zweyten
Theile meiner Beytrdge zur Mathematik
vorkommen, wo ich angebe, wie man vermittelst
zweyer Circulbdgen zum Zwecke gelangen kann.
Ich habe aber seitdem gefehen, dafl vermuthlich
einem Engldnder die Frage im Sinn gekommen,
ob nicht statt der Linie AM eine andere gerade
Linie AD, welche die sdmtlichen Stundenlinien
Om durch, schneider, mit Vortheil gebraucht
werden konne? Der Einfall, wenn anders der
Erfinder bey diesem Problem anfing, und nicht
etwan synthetisch auf die Sache gefiihrt worden,
war nicht ungliicklich. Denn der Erfolg war, daf3
wenn unter allen moglichen Linien AD diejenige
gewdhlt wird, deren Mitte N auf die Linie der
dritten Stunde OM fillt, alsdann jede Theile Nn
ebenfalls Tangenten von 15, 30, 45 &c. Graden
sind. Es lieB sich ferner daben gedenken, daf
man die ein fiir allemal getheilte Linie AD fiir
jede Polhohe beybehalten konne, und in dem
Triangel ADO weiter nichts als die Verhiltnis der
Seiten AO, OD nach der abgednderten Polh6he
abzuindern habe. Ja es kam, weil der Triangel
rechtwinklicht, und AD

§. 2.

Dans cette méthode, il faut généralement
allonger considérablement la ligne AM, surtout si
I’on souhaite également tracer les demi-heures et
les quarts d’heure sur le cadran solaire. On a
donc cherch¢ des moyens de remédier a cet
inconvénient, comme ceux que |'on trouve
¢galement dans la deuxiéme partie de mes
« Contributions aux  mathématiques », ou
J’explique comment atteindre cet objectif a I’aide
de deux arcs de cercle. Mais j’ai depuis constaté
qu’un Anglais avait probablement eu I’idée de se
demander s’il ne serait pas préférable d’utiliser, a
la place de la ligne AM, une autre ligne droite
AD, qui coupe toutes les lignes horaires Om ?
Cette idée, si tant est que son inventeur ait abordé
ce probléme par cette voie et n’ait pas été conduit
a cette solution de manicre synthétique, n’était
pas malvenue. En effet, il en résultait que si,
parmi toutes les droites AD possibles, on
choisissait celle dont le milieu N tombe sur la
ligne de la troisitme heure OM, alors chaque
segment Nn formait également des tangentes de
15, 30, 45, etc. degrés. On pouvait en outre
envisager de conserver une fois pour toutes les
divisions de la ligne AD pour chaque hauteur
polaire, et de ne modifier dans le triangle ADO
que les rapports des cotés AO et OD en fonction
de la hauteur polaire modifiée. Oui, cela
s’explique par le fait que le triangle est rectangle



von beftandiger Grofe ift, {chlechthin nur auf
- die Seite OD oder audy AD an, . Auf diefe Ave
terden nun in Tugland Sealen verfertige, wors
~auf die Cinibeilung von AD urd O gejeichnet
find,  Grfteve Deifie die Secheftundenlinie,
‘Die andere aber die Breitenlinie, Soldhe
Gualen famen dem ebeimaligen Prof. Rraft ju
SPetersburg vor, und vevanlafiten ibn, in dem
1 3ten Band der Petersburgfchen Cominentarien
eine Befchreibung davon ju geben, und die
Berfertigungsart aufjuilaven.

&3,

Rraft ftellfe fic) die Sache als ein Pro
blem vor, und [Bffe es analptifh auf, weil er
nach langem Nachforfhen Feinen bereits bes
fandten Vereis finven fonnte,  Die Cigens
{choft der Linie DE Fonnte bey vemn erfien Gy
finver eine Folge fynehetifcher Betrachtungen
feon, und folche Folgen bieten fich miebrentheils
ar, chue daf man fie fuche. Cs iff auch mdge
fich, dag der erfte Erfinver vie Eintheilung der
Linie AD Anfangs nur fir eine beftimmee Pole
bobe bevechnet, und nach 1id nad) etwas allges
meines gefunden.  Dem fer nun wic iHm wolle,
{gﬁttﬁf'cbbag“‘pmb[em %gentlidg analytifch, und

ieh turzer, alg ZNvaft es gethan, folgens
bermaffen auflofen, .f U0 el

: § 4
Cinmal hat man
- An: oD =Am: OD

Fig. 2

von bestidndiger GroBe ist, schlechthin nur auf die
Seite OD oder auch AD an. Auf diese Art werden
nun in England Scalen verfertigt, worauf die
Eintheilung von AD und OD gezeichnet sind.
Erstere heilit die Sechsstundenlinie, die andere
aber die Breitenlinie. Solche Scalen kamen dem
ehemaligen Prof. Kraft zu Petersburg vor, und

veranlafiten 1hn, in dem 13ten Band der
Petersburgschen Commentarien eine
Beschreibung davon zu geben, und die

Verfertigungsart aufzuklaren.

§. 3.

Kraft stellte sich die Sache als ein Problem vor,
und 16ste es analytisch auf, weil er nach langem
Nachforschen keinen bereits bekandten Beweis
finden konnte. Die Eigenschaft der Linie AD
konnte bey dem ersten Erfinder eine Folge
synthetischer Betrachtungen feyn, und solche
Folgen bieten sich mehrentheils an, ohne daf3
man sie sucht. Es ist auch moglich, da3 der erste
Erfinder die Eintheilung der Linie AD Anfangs
nur fir eine bestimmte Polhdhe berechnet, und
nach und nach etwas allgemeines gefunden. Dem
sey nun wie ihm wolle, so ist das Problem e
gentlich analytisch, und 148t sich kiirzer, als Kraft
es gethan, folgendermassen auflosen.

§. 4.
Einmal hat man
An:nD=Am: OD

et que AD est de longueur constante ; il suffit
donc de se référer uniquement au co6t¢ OD ou a
AD. C’est ainsi que 1’on fabrique désormais en
Angleterre des échelles sur lesquelles sont tracées
les divisions de AD et OD. La premicre est
appelée « ligne des six heures », tandis que la
seconde est appelée «ligne de latitude ».
L’ancien professeur Krafft[1] a découvert de
telles échelles a Saint-Pétersbourg, ce qui 1’a
incité a en donner une description dans le 13e
volume des Commentaires de Saint-Pétersbourg
et a expliquer leur mode de fabrication.

§. 3.

Krafft a abordé la question comme un probléme
et I’a résolu de maniére analytique, car apres de
longues recherches, il n’a pu trouver aucune
démonstration déja connue. La propriété¢ de la
ligne AD a pu résulter, chez le premier inventeur,
d’une suite de considérations synthétiques, et de
telles suites s’imposent le plus souvent sans
qu’on les cherche. Il est également possible que
le premier inventeur ait d’abord calculé Ia
division de la ligne AD uniquement pour une
hauteur polaire déterminée, puis ait peu a peu
découvert un principe plus général. Quoi qu’il en
soit, le probléme est en réalité analytique et peut
étre résolu de maniere plus concise que ne 1’a fait
Krafft, comme suit.

§. 4.
On a d’abord
An:nD=Am: OD



bemnadh

An: (0D < An) = Am: (OD--Am)
ober
An: AD=Am: (OD-}Am)

AD.Am
OD + Am
gibt.  Dady diefer Formel Fonnten nun jede
Puncte n bevecynet werden, twie aud) immer
OD angenominen wivd.

§. 5. Ttan will aber, dafl

An =} AD ;
toerde, oenn mA = AC == AP wird. Dicfes
gibt demnach
*AD. AP

2 e ey
L OD - AP - ~
OD = AP = AC folgt.
§. 6.
Da utt, wegen OD = AC,
; AD. Am
AC + Am :
ift, fo fefie man den Winfel mCA ==, und
man wird

relches

n =

woraus

n =

fih— ._iang.w‘
1} tang. @
vemnad) :
1—tang. @
Nn=ZAD—An=}AD, ————
e Aae=t 1+~ tang. @

demnach

An: (nD +An)=Am: (OD + Am)
oder
An:AD=Am: (OD + Am)

welches

An= AD-Am

OD+Am

gibt. Nach dieser Formel konnten nun jebt Puncte
n berechnet werden, wie auch immer OD
angenommen wird.

§. 5. Man will aber, daf3

An="AD
werde, wenn mA = AC = AP wird. Dieses gibt
demnach

1, AD= 2D AP
OD+AP
woraus OD = AP = AC folgt.
§. 6.
Da nun, wegen OD = AC,
AD-Am
An=—"-—_
1T AC+Am

ist, so sefle man den Winkel mCA = ®, und man
wird

tan ®
l+tan®

An=AD

demnach
1—tan®

Nn=»%AD —An=%AD
l+tan o

d’ou
An: (nD +An)=Am: (OD + Am)
ou
An: AD=Am: (OD + Am)

ce qui donne

An= AD-Am

OD+Am
Grace a cette formule, on pourrait désormais

calculer n points quelconques, quelle que soit la
valeur choisie pour OD.

§. 5. Or, on veut que
An="AD
lorsque mA = AC = AP. On obtient donc
AD-AP
OD+AP
d’ou il résulte que OD = AP = AC.

§. 6.
Puisque, en raison de OD = AC,
_ AD-Am
~ AC+Am
on pose 1’angle mCA = o, et on obtient
tan ®
I+tan®

72 AD=

An

An=AD

d’ou
l—tan o

Nn=%AD — An="%AD
l+tan®



oder ;
Nn=AN. tang (45° — )

'et.fgalten. Usnd fo ift die Cintheifung der Scala
AD beftimme, und, wie man fieht, von ber
Polhiohe gang unabhangig.

' § 7.
€8 fey nun
AD'=="1
OD=x
die Polbohe AOP = p
fo ift OA=)Y (1 —xx)

AP=0A.lin.p=7/ (1 — xx).fin.p==0D
bemnad) Y (1—xx).fin.p=x :
Zy fntp
o ]/(1-|—ﬁn ;;)
ol AD. fin p

g (‘,+ fin. p%)
G 8

Die gonge Conftruction iff nun folgende:
Auf AD befchreibe man den Civenl AGDOL,
und theile die Helfte DOL A in go Teile, el
the die 9o Grade vorflellen. BVon D gegen
L jible man die Srade der Polhohe, und ine
dem man DQ_auf DA fenfrecht gieht, fo madhe
man DQ_der Chorde DL, rweldhe den Si-
nug der Polbobe vorftellt, gleich. Nan jiehe
AQ, unbd fodann DO, fo ift der Triangel ADO
fire Die jum Grunde gelegte Polhobe conftruire.

eder

A

Fig. 3

oder

Nn =AN-tan(45°- o)
erhalten. Und so ist die Eintheilung der Scala AD
bestimmt, und, wie man sieht, von der Polhohe
ganz unabhingig.

§. 7.
Es sey nun
AD=1
OD=x
die Polhohe AOP=p
SO ist OA=\1-x2
AP=0A sinp=+v1—x2-sin p=0D
demnach V1—x2sinp=x
_sinp
- \/1+sin2p
_ AD-sinp
oder OD_\/ 1 +sin?p
§. 8.

Die ganze Construction ist nun folgende: Auf
AD beschreibe man den Circul AGDOL, und
theile die Helfte DOLA in 90 Theile, welche die
90 Grade vorstellen. Von D gegen L zédhle man
die Grade der Polhdhe, und indem man DQ auf
DA senkrecht zieht, so macht man DQ der
Chorde DL, welche den Sinus der PolhGhe
vorstellt, gleich. Man ziehe AQ, und sodann DO,
so ist der Triangel ADO fiir die zum Grunde
gelegte Polhohe construirt.

ou
Nn =AN-tan(45° - )
Ainsi, la division de [1’échelle AD est
déterminée et, comme on le voit, totalement
indépendante de la hauteur polaire.

§.7.
Soit maintenant
AD=1
OD=x
la hauteur polaire ~ AOP=p
alors OA=+1—-x

AP=0A-sinp=+v1—x>sin p=0D

d’ou V1—x2-sinp=x
__ sinp
\/1+sian
AD-sin p
OD=——+——=
ol J1+sin2p
§ 8.

La construction compléte est la suivante : sur
AD, on trace le cercle AGDOL, puis on divise le
demi-cercle DOLA en 90 parties, qui représentent
les 90 degrés. De D vers L, on compte les degrés
de la hauteur polaire; en tragant DQ
perpendiculairement a DA, on rend DQ égal a la
corde DL, qui représente le sinus de la hauteur
polaire. On trace AQ, puis DO ; le triangle ADO
est alors construit pour la hauteur polaire prise



Man madyt ferner AG = GD, und indem
man DOLA in 6 Stunben ¢eilt, {o ieht nan
aus G in jede Stunbde gevade Linien, welche fos
dann die Scala AD von felbft eintbeilen, * an
fann auf evft bejchrichene vt die Puncc O
fure jede Polbohen auf den beyden O radrai n
DO, DG jeichnen, fo wie fie in dev Fiqur auf
dem [eftern gejeichuet find,  Lnd fo wir. der
Gircul nedft feinem Diamect cne allger ine
Hovizental und Berticalyw feyr. Die Mits
tagslinie ift WBovmitiags AU, Y adhmits
tags Ao, :

S 9.

Jnvem idy auf diefe Art die Sadye Nbers
dachte, und ven Beweis und die Sonftruction
einfacher ju machen fudyre, fam miv ecft im
Ginn, daf ich vie Hauptfache, welche DHiebey
anf vie Cigenfdaft der Linie AD anfomme,
langit fchon und wiel allgemeiner gefunden batte,
und pwar bey Anlaf einiger iber perfpectivifche
Jeichnungen angeftellten Unterfuchungen. MNan
piebe an den Civcul C die Tangente AM, und Fig. 4
indem man den Civcul in beliebige Theile theilt,
fo 3iebt man jede Cinien CM.  Sobdann wablt
man nady Belicben einen Punct D, und jiehe
jebe Linien DM. Endlich siehe nan nady Belicben
eine Linie FQ, meldhe vie aus D geyogenen, und
allenfallg verlangevten Einien duvd{dyneive, 3. @,
DAina, DMin N, &. Sun (age ich, daf
fich immer ein Punct I finden laffe, weldyer die
WinfelaFN den-Winfels ACM duvdyaus gleid)

Man macht ferner AG = GD, und indem man
DOLA in 6 Stunden theilt, so zieht man aus G in
jede Stunde gerade Linien, welche sodann die
Scala AD von selbst eintheilen. Man kann auf
erst beschriebene Art die Puncte O fiir jede
Polhdhen auf den beyden Quadranten DO, DG
zeichnen, so wie sie in der Figur auf dem leBtern
gezeichnet sind. Und so wird der Circul nebst
seinem Diameter eine allgemeine Horizontal und
Verticaluhr seyn. Die Mittagslinie ist Vormittags
AQ, Nachmittags Ao.

§.9.

Indem ich auf diese Art die Sache iiberdachte,
und den Beweis und die Construction einfacher
zu machen suchte, kam mir erst im Sinn, dal} ich
die Hauptsache, welche hiebey auf die
Eigenschaft der Linie AD ankoémmt, langst schon
und viel allgemeiner gefunden hatte, und zwar
bey Anla einiger iiber perspectivische
Zeichnungen angestellten Untersuchungen. Man
ziehe an den Circul C die Tangente AM, und
indem man den Circul in beliebige Theile theilt,
so zieht man jede Linien CM. Sodann wéahlt man
nach Belieben einen Punct D, und zieht jede
Linien DM. Endlich zieht man nach Belieben
eine Linie EQ, welche die aus D gezogenen, und
allenfalls verldngerten Linien durchschneide, z.
E. DA in a, DM in N, &c. Nun sage ich, daB fich
immer ein Punct F finden lasse, welcher die
Winkel aFN den Winkeln ACM durchaus gleich

comme base. On fait ensuite AG = GD, et en
divisant DOLA en 6 heures, on trace a partir de G
des lignes droites vers chaque heure, qui divisent
alors d’elles-mémes 1’échelle AD. On peut, selon
la méthode décrite ci-dessus, tracer les points O
correspondant a chaque hauteur polaire sur les
deux quadrants DO et DG, tels qu’ils sont
représentés sur la figure dans ce dernier. Ainsi, le
cercle et son diamétre formeront une horloge
horizontale et verticale générale. La ligne de midi
est AO le matin et Ao I’apres-midi.

§ 9.

C’est en réfléchissant ainsi a la question et en
cherchant a simplifier la démonstration et la
construction qu’il m’est venu a D’esprit que
j’avais déja découvert depuis longtemps, et de
maniére bien plus générale, 1’élément essentiel
qui, ici, repose sur la propriété de la droite AD, et
ce a ’occasion de certaines recherches menées
sur les dessins en perspective. On trace sur le
cercle de centre C la tangente AM, et en divisant
le cercle en parties quelconques, on trace chaque
ligne CM. On choisit ensuite a volonté un point
D, et on trace chaque ligne DM. Enfin, on trace a
volonté une ligne EQ qui coupe les lignes tirées a
partir de D, et éventuellement prolongées, par
exemple DA en a, DM en N, etc. Or, je dis qu’il
est toujours possible de trouver un point F qui
rende les angles aFN parfaitement égaux aux
angles ACM, de sorte que, si I’on doit tracer



‘mache, fo daf wenn nur die aus D gejogenen
Linien ’gez,ogen toevden follen, es gleid viel ift, o.B
aan die Sinie AM 1tud ben Punct C, oder die
Linie E Q_tnd den Punct F dabey gebraude.

§. 10,

Um bdiefes zu Dbeweifen und sugleich die
Lane des Punces F gu beftimmen, o fey C

Fig. 5

der gegebene Mittelpunce, TAB die gegebene

Tangente, CA auf IAB fenfredyt, EB femy‘. die
willfibrlich gesogene Ginie, und D der roillfihrs
fich angenomumene Punct. Dev gefuchte Punce
fey F, und FG auf EB fenfrecht. Auf 1AB
nebine man ciner jeben beliebigen Punce M,
man jiche CM, DM, FM. . 9Man jiebe ends

fich) DE und HC miit AT parallel, fo muf dee

Bedingung der Aufgabe gemaf allemal

. CEN = HCM_
feor. Denn vicfe dee Punct M gegen T un:
endlidy roeit binaus, fo wird CM und DM mit
Al pavallel, demnadh fale CM auf CH, und
DM auf DE. Da nun der Punct F gleiche
Winfel wie C maden olf, fo mifen jede
Winfel
CFN = HCM
feom. :

§. 1. : :
AUm nun ju feben, ob und wie diefes fiact
baben fann, fo fey

mache, so dal wenn nur die aus D gezogenen
Linien gezogen werden sollen, es gleich viel ist,
ob man die Linie AM und den Punct C, oder die
Linie EQ und den Punct F dabey gebrauche.

§. 10.

Um dieses zu beweisen und zugleich die Lage
des Puncts F zu bestimmen, so sey C der
gegebene Mittelpunct, TAB die gegebene
Tangente, CA auf IAB senkrecht, EB sey die
willkiihrlich  gezogene Linie, und D der
willkiihrlich angenommene Punct. Der gesuchte
Punct sey F, und FG auf EB senkrecht. Auf [AB
nehme man einen jeden beliebigen Punct M, man
ziehe CM, DM, FN. Man ziehe endlich DE und
HC mit AI parallel, so mul3 der Bedingung der
Aufgabe gemal allemal

EFN = HCM
seyn. Denn riickt der Punct M gegen I unendlich
weit hinaus, so wird CM und DM mit Al parallel,
demnach fillt CM auf CH, und DM auf DE. Da
nun der Punct F gleiche Winkel wie C machen
soll, so miilen jede Winkel

EFN = HCM

feyn.

§. 11.

Um nun zu sehen, ob und wie dieses statt haben
kann, so sey

uniquement les droites partant de D, cela revient
au méme d’utiliser la droite AM et le point C, ou
la droite EQ et le point F.

§ 10.

Pour démontrer cela et déterminer en méme
temps la position du point F, soit C le point
milieu donné, IAB la tangente donnée, CA
perpendiculaire a TAB, EB une droite tracée
arbitrairement et D un point choisi arbitrairement.
Soit F le point recherché et FG perpendiculaire a
EB. Sur IAB, prenons un point M quelconque,
puis tragons CM, DM et FN. Tragons enfin DE et
HC paralleles a Al ; alors, conformément a la
condition de 1’énoncé, on doit toujours avoir

EFN = HCM

En effet, si 'on é¢loigne le point M vers 1 a
I’infini, CM et DM deviennent paralléles a Al ;
par conséquent, CM coincide avec CH, et DM
avec DE. Or, puisque le point F doit former des
angles égaux a ceux de C, chaque angle doit
satisfaire

EFN = HCM

§11.

Pour voir maintenant si et comment cela peut se
produire, posons



"ACM = o

AC=1

AB= a2 GF=y GFM=20
ED=b GFE ==¢
PB=g¢ '

Und eg plf &4 Q== 90° 4w fet)n. SRun
ift BM=a—tang o

EN =ytang £+ y tang @
und (MB-ED): EB=ED: EN
pemnady :
(b4-a—tw): ¢ == b: (tang E{=tang Py
ch=y.(tE-FtP). (b+a— ta)

e g
Danun  eotang © == — m
fo baben wic
—t&tQ N

cb—-y(té+t@)(b+ +tE+t§D
ober .

cb=y(b+2). (r5+t®>+x-—tz tqo)
weldyes
o=yb+ati+ybtate
+ y =S YEECD g
Da nun in diefer Gleichung t@ allein verdnbdew
Gich feyn foll, fo muen beyde Glicder
yb+a téty—cb=o
Yt bta—tE)=o
fegne  Demuacyift
t§¢= (b+2)

AC=1 ACM =0
AB=a GF=y GFN=9¢
ED=Db GFE=¢
EB=c

Und es solt § + ¢ =90° + ® seyn. Nun ist
BM=a—-tan ®
EN=y-tan { +y-tan ¢
Und (MB + ED) : EB=ED : EN
demnach
(b+a—tan ®):c=Db:y:(tan &+ tan @)
c.b=y:(tan  + tan ¢)-(b + a — tan ®)
tan ¢ +tan
Da nun COt(’):_l—iaann(p
so haben wir
c-b=y-(tan§+tan(p)-(b+a+m)
tan & +tan @
oder
c-b=y-((b+a)(tané+tang)+1 —tané-tan o)
welches
0=y-(b+a)tan&+y-(b+a)-tan ¢
+y—y-tan&-tan @
—c'b
Da nun in dieser Gleichung tan ¢ allein
verdnderlich seyn soll, so miilen beyde Glieber
y(b+a)ytanE+y—cb=0
ytan o-(b+a—tan &) =0
seyn. Demnach ist
tan E = (b + a)

AC=1 ACM =0
AB=a GF=y GFN=9¢
ED=Db GFE=¢
EB=c

Et il faut que £+ ¢ =90° + ®. Or, on a
BM=a—-tan ®
EN=y-tan § + y-tan ¢
Et (MB + ED) : EB=ED : EN
donc
(b+a—tanw):c=Db:y:(tan &+ tan @)
c.b=y-(tan { + tan @) (b + a — tan ®)
Or, puisque cotm= _t—la i %a-:ltg .nt;Pn p

on a donc

c-b=y-(tanE+tan¢)-(b +a+tlz;1;ct§afti1t?pn¢)
ou
c-b=y-((b+a)(tané+tang)+1 —tané-tan o)
ce qui donne
0=y-(b+a)-tan&+y-(b+a)-tan¢g
+y—y-tan&-tan @
—c'b
Comme, dans cette équation, seul tan ¢ doit
varier, les deux termes
y(b+a)ytanE+y—cb=0
ytan p-(b+a—tan &) =0
On en déduit donc que
tan {=(b+ a)



Und y(b+a)*+y—cb=0o
cb ch. AC
Y=®rott GFatac
£G s § cb(atb) cb (a-}-b)
=Y T G HAC
|§'o 12,

Man fieht hieraus, daf dev Winfel BED
= IBE in der Nechnung gar nicht vorfomme,
fondern die Linien

DE, EG, ER, BA, AC, GF

einanber devgeftalt beftinumen, dafi mant 100 devs
{elben vevmictel{t der vier ubrijen finden fann,
Dicfes ift nun eben rvas das Problem febr alls
gemein , und die dadurdy gefundene Cigenfchaft
ber angenten fehr merfiwurdig made, IBie
fonnen nun noch febert, wie der Punce I {ich
buech Confteuction finden (affe. '

VR s

Machdem die Linien HC, CA, IAB,
BF, ED mwie vorhin gejogen worden, fo
mache man AM = AC, um den Winfel
MAC = 4;° ju baben. Sobann jiehe man
DM, DA, und bemerfe die Durchfchnittes
puncte N, 2. uf Ea befdyveibe man den Cire
cul.ELa, man nehme EL = La = g0°, und
oug C jpiehe man cine gevade Linie in N, fo
- ®oird diefe den Civcul in dem verlangten Punct

F durchfchneiven, Dennes ift

Fig. 6

Und y'(b+a)+y—cb=0
__¢cb __ cbAC
y (b+a)2+1 (b+a)2+AC?
B _cb(at+b) _ c-b-(a+b)
G =y N = b1~ (avb) + AC
§. 12,

Man sieht hieraus, dafl der Winkel BED = IBE
in der Rechnung gar nicht vorkommt, fondern die
Linien

DE, EG, EB, BA, AC, GF

einander dergestalt bestimmen, dal man zwo
derselben vermittelst der vier iibrigen finden
kann. Dieses ist nun eben was das Problem sehr
allgemein, und die dadurch gefundene
Eigenschaft der Tangenten sehr merkwiirdig
macht. Wir kénnen nun noch sehen, wie der
Punct F fich durch Construction finden lasse.

§. 13.

Nachdem die Linien HC, CA, IAB, BE, ED wie
vorhin gezogen worden, so mache man
AM = AC, um den Winkel MAC = 45° zu haben.
Sodann zieche man DM, DA, und bemerke die
Durchschnittspuncte N, a. Auf Ea beschreibe man
den Circul ELa, man nehme EL = La = 90°, und
aus L ziehe man eine gerade Linie in N, so wird
diese den Circul in dem verlangten Punct F
durchschneiden. Denn es ist

Et y'(b+taP+y—cb=0
__¢b _  cbAC
y (b+a)2+1 (b+a)2+AC?
_ _cb(a+b)  c-b-(a+b)
BG=y tané_(a+b)2+1 ~(a+b)2+AC?

§ 12.

On voit ici que I’angle BED = IBE n’apparait

pas du tout dans le calcul, mais que les segments
DE, EG, EB, BA, AC, GF

se déterminent mutuellement de telle sorte que
I’on peut trouver deux d’entre elles a 1’aide des
quatre autres. C’est précisément ce qui rend le
probleme trés général et la propriété des
tangentes ainsi trouvée tres remarquable. Nous
pouvons maintenant voir comment le point F peut
étre trouvé par construction.

§. 13.

Une fois les droites HC, CA, IAB, BE, ED
tracées comme précédemment, on fait AM = AC
afin d’obtenir I’angle MAC = 45°. Tracez ensuite
DM, DA, et notez les points d’intersection N, a.
Sur Ea, tracez le cercle ELa, prenez
EL =La=90°, et tracez depuis L une droite vers
N; celle-ci coupera le cercle au point F
recherché. En effet, on a




FFa==¢o®=HCA
NFa=:4°=MCA
witd damit ift anc) Lberhaupt
EFN = HCM :
o auch immer dev Punct M auf IB genomen
wird. ‘
§ 14

Sn Anfehung der bier gegebenen Nuflos

fig bes Prolblems soerde ich noch anmevfen,
bafi fie fo Fefthafen ift, Daf man gfetcb{am
sufalliger 28eife bie AUllgemeinbeit vefelben batte
finden finien,  Um dicles qu jegen, fo fete
man dew ¢y befontern Fall, wo bie Lage der
Puncee C, A, B, G, F, E, D gelgeben 3{},
and wo man {(hlechthin nur den Punce M batte
fnven wolln, bey welhem HCM = EFN

wird,  Hate wan in diefer Bevedynung, wie.

vorhin, die geycbencn Sticte
_IvﬂaC,(?':sYab i
und das gef1te O genommen, fo wirde man
anf eben die Art ;
y(b4-a).té+y—cb
tang P =
- y(bta) —vy.t&
gefunden habon,  Diefe Anfidfung hat nun das
Anfehen, als wenn nue ein einiger Winkel O

der Bevingung der Aufaabe Genitge leiftete,
weil 1, y, b, a, &, c Deftimme find. qud) |
wiirde diefes nothrendiy fepn, wenn fid) diefe

Berihe nicht devgeftalt beftimmen liefen, daf

EFa=90°=HCA
NFa =45°=MCA
und damit ist auch tiberhaupt
EFN =HCM
wo auch immer der Punct M auf IB genommen
wird.

§. 14.

In Ansehung der hier gegebenen Auflosung des
Problems werde ich noch anmerken, dal3 sie so
beschaffen ist, da man gleichsam zufilliger
Weise die Allgemeinheit derselben hitte finden
konnen. Um dieses zu zeigen, so sehe man den
ganz besondern Fall, wo die Lage der Puncte C,
A, B, G, F, E, D gegeben ist, und wo man
schlechthin nur den Punct M hitte finden wollen,
bey welchem HCM = EFN wird. Hétte man in
dieser Berechnung, wie vorhin, die gegebenen
Stiicke

l,a,c,&yb
und das gesuchte ¢ genommen, so wiirde man
auf eben die Art
y-(b+a)tan&+y—c-b

y(b+a)—y-tané&

gefunden haben. Diese Auflosung hat nun das
Ansehen, als wenn nur ein einiger Winkel ¢ der
Bedingung der Aufgabe Geniige leistete, weil 1,
y, b, a, & ¢ bestimmt sind. Auch wiirde dieses
nothwendig seyn, wenn sich diese Werthe nicht
dergestalt bestimmen lie3en, da3

tan o=

EFa=90°=HCA
NFa=45°=MCA
et donc, de maniére générale,
EFN = HCM
quel que soit le point M choisi sur IB.

§ 14.

Au regard de la résolution du probléme donnée
ici, je tiens a ajouter qu’elle est de nature telle
qu’on aurait pu, pour ainsi dire par hasard, en
découvrir le caractére général. Pour le démontrer,
considérons le cas tout a fait particulier ou la
position des points C, A, B, G, F, E, D est
donnée, et ou I’on aurait simplement voulu
trouver le point M pour lequel HCM = EFN. Si,
dans ce calcul, comme précédemment, on avait
pris les grandeurs données

l,a,c, &y b
et la valeur recherchée de ¢, on aurait obtenu,
exactement de la méme manicre,
y-(b+a)tané+y—c-b
y-(b+a)—y-tané&

Cette résolution donne I’'impression que seul un
angle ¢ satisfait a la condition du probléme,
puisque 1, y, b, a, &, ¢ sont déterminés. Cela serait
d’ailleurs nécessaire si ces valeurs ne pouvaient
pas étre déterminées de telle sorte que le

tanp=



Qabler unbd Menner jugleich == o wiiden. Da
aber diefes angebt, fo fieht man, daf es Falle
giebt, o man fiix @ jeden beliebigen AWinFel
nehmen fant,
Oad T8 - Fig. 7
Es fey nun 5. € DAR bdie Berticallinie
einer SBandubr, roelcdye um den Winkel x PQ_
voin Mittage weftweres abroeicht, AL bie Hes
quinoctiallinie, D C die Subfivlariinie. Da
nun befondevs fur die gte und ote Stundens
finie, die Aequinoctiallinie febr verlangert wers
den mifite, fo fann man durc) einen belies
‘bigen Punct auf AD 5 & durdy A die Linie
AN mit dev 6ten Seundenlinie D fe parallel,
und FAF auf Dfs fenfrecht giehen. 9Man be:
merft fodann den Punct N, wo AN Ddie dritte
Stunvenlinie durdhfdneiet, und indem man
“AF = AN madyt, fo bat wan den Punct F
gefunden, weiher die Winfel AFu, AF1o,
_AFg, AF 3 & = 15,30, 45, 60 &c. Graden
‘madht, und de nnady gur Cintheilung dev Line
NA gebrancht werden tani. Auf gleiche Avt (afe
iy 5. €. durch) die dritte Seundenlinie cine mit
der gten Stundenlinic pacallelanfende Linie jies
ben, welche in Abficht auy die dritte Stundens
finie eben den Dienft thun wird, den NA in
ADfiche auf die prodifte Seundenlinie that,

Zahler und Nenner zugleich = 0 wiirden. Da aber
dieses angeht, so sieht man, dal} es Fille giebt,
wo man fiir ¢ jeden beliebigen Winkel nehmen
kann.

§. 15.

Es sey nun z. E. DAR die Verticallinie einer
Wanduhr, welche um den Winkel RPQ vom
Mittage  westwerts  abweicht, AL  die
Aequinoctiallinie, DC die Substylarlinie. Da nun
besonders fiir die 8te und 9te Stundenlinie, die
Aequinoctiallinie sehr verldngert werden miif3te,
so kann man durch einen beliebigen Punct auf
AD z. E. durch A die Linie AN mit der 6ten
Stundenlinie Df6 parallel, und FAf auf Df6
senkrecht ziehen. Man bemerkt sodann den Punct
N, wo AN die dritte Stundenlinie durchschneidet,
und indem man AF = AN macht, so hat man den
Punct F gefunden, welcher die Winkel AF1I,
AF10, AF9, AF8 &c. =15, 30, 45, 60 &c. Graden
macht, und demnach zur Eintheilung der Linie
NA gebraucht werden kann. Auf gleiche Art 1af3t
sich z. E. durch die dritte Stundenlinie eine mit
der 9ten Stundenlinie parallellaufende Linie
zichen, welche in Absicht auf die dritte
Stundenlinie eben den Dienst thun wird, den NA
in Absicht auf die zwolfte Stundenlinie that.

numérateur et le dénominateur soient tous deux
¢gaux a 0. Mais comme ce n’est pas le cas, on
voit qu’il existe des cas ou I’on peut choisir
n’importe quel angle pour ¢.

§ 15.

Soit, par exemple, DAR Ila ligne verticale d’une
horloge murale qui s’écarte de midi vers I’ouest
d’un angle RPQ, AL la ligne équinoxiale et DC la
ligne substylaire. Comme, notamment pour les
lignes des 8e et 9e¢ heures, la ligne équinoxiale
devrait étre considérablement allongée, on peut, a
partir d’un point quelconque sur AD, par exemple
A, tracer la ligne AN parallele a la ligne des 6e
heures Df6, et FAf perpendiculaire a Df6. On
note alors le point N, ou AN coupe la troisieme
ligne horaire, et en posant AF = AN, on trouve le
point F, qui forme les angles AF11, AF10, AF9,
AF8, etc. = 15, 30, 45, 60, etc. degrés, et qui peut
donc étre utilisé pour diviser la ligne NA. De la
méme maniere, on peut par exemple tracer, a
partir de la troisiéme ligne horaire, une ligne
paralléle a la 9e ligne horaire, qui, par rapport a
la troisiéme ligne horaire, remplira exactement le
méme role que NA par rapport a la douziéme
ligne horaire.

[1] Georg Wolfgang Krafft (1701-1754)






